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1. Dimostrare che il prodotto diretto di due gruppi di Lie é un gruppo di Lie.

2. Sia π : R2 → S1 × S1, (t, s) 7→ (e2πit, e2πis), L = {(t, αt) | α ∈ R \ Q} e f = π|L : L →
S1 × S1. Sia τf la topologia indotta da f su H = π(L) e τs quella indotta dall’inclusione
H ⊂ S1 × S1. Dimostrare che τs ⊂ τf .

3. Sia X =

(
0 1

1 0

)
. Dimostrare che eX =

(
cosh 1 sinh 1

sinh 1 cosh 1

)
.

4. Trovare due matrici A e B tali che eA+B 6= eAeB .

5. Dimostrare che il gruppo unitario U(n) é compatto per ogni n ≥ 1.

6. Sia G un gruppi di Lie e sia G0 la componente connessa di G che contiene e (elemento
neutro di G). Se µ e i denotano la moltiplicazione e l’inversione in G, provare che

1. µ({x} ×G0) ⊂ G0,∀x ∈ G0;

2. i(G0) ⊂ G0;

3. G0 é un sottoinsieme aperto di G

4, G0 é un sottogruppo di Lie di G.

7. Sia G un gruppo di Lie e µ : G×G→ G la moltiplicazione. Dimostrare che

µ∗(a,b)(Xa, Yb) = (Rb)∗a(Xa) + (La)∗b(Yb), ∀(a, b) ∈ G×G, ∀Xa ∈ TaG, ∀Yb ∈ TbG,

dove La (risp. Rb) denota la traslazione a sinistra (risp. a destra) associata ad a (risp.
b).

8. Sia G un gruppo di Lie con inversione i : G→ G, a 7→ i(a) = a−1. Dimostrare che

i∗a(Ya) = −(Ra−1)∗e(La−1)∗a(Ya), ∀a ∈ G, ∀Ya ∈ TaG.

9. Verificare che il commutatore tra matrici [A,B] = AB − BA definisce un’algebra di Lie
sullo spazio tangente all’identità dei gruppi O(n), SO(n), U(n), SU(n), SLn(R) e SLn(C).

10. Verificare che l’esponenziale di una matrice definisce un’applicazione e : TInG→ G, A 7→
eA per G = GLn(R), GLn(C), O(n), SO(n), U(n), SU(n), SLn(R), SLn(C).

11. Sia G = G1 × · · · × Gs il prodotto diretto di gruppi di Lie. Dimostrare che l’algebra di
Lie di G é isomorfa alla somma diretta delle algebre di Lie dei Gi.

12. Dimostrare che ogni gruppo di Lie é parallelizzabile.
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